Ein metrischer Beitrag über Mahlersche S-Zahlen II by Kasch, Friedrich
Journal für die reine und 
angewandte Mathematik 
gegründet von L . Crelle 1 8 2 6 
fortgeführt von 
C. W . Borchardt, K . Weierstrass, L . Kronecker, 
L . Fuchs, K . Hensel, L . Schlesinger 
gegenwärtig herausgegeben von 
Helmut Hasse u n d Hans Rohrbach 
tmter M i t w i r k u n g von 
W. B r o d e l , M . D e u r i n g , A. Gro thend ieck , P. R. Haimos, O. H a u p t , 
F. H i r z e b r u c h , E. Hopf , M . Kneser , G. Köthe, K . Prachar , 
P. Roquette , VV. Schmeidler , L . Schmetterer , E. Stiefel 
B a n d 2 0 5 
I n 4 Heften 
M i t e i n e m B i l d v o n \, L . C r e l l e 
W a l t e r d e G r u y t e r & Co. 
vormals G . J . Göschen'sche Verlagshandlung/ J . Guttentag, Verlags-
buchhandlung / Georg R e i m e r / K a r l J . Trübner / Vei t & Comp. 
B e r l i n 1960 
I n h a l t s v e r z e i c h n i s d e s B a n d e s 2 0 3 
Seite 
BagomihI , Frederick, Decompositions of the Plane into Three Sets 209 
B i e r m a n n , K u r t - K . . Urteile A. L . Grelles über seine Autoren 216 
Cassels, J . W . S., Ar i thmet i c on curves of genus 1. I I 174 
D a y k i n , David E . , Dis tr ibut ion of Bordered Persymmetric Matrices i n a Finite F ie ld 47 
D w o r k , Bernard 31., On the eongruence properlies of the ze ta funetion of algebraic 
varieties 130 
E l l l i c h , H a r t m u t , Über die elementaren Beweise der Primzahlsätze 143 
E w a l d , Günter and LeHoy 31. Kel ly , Tangents i n Real Banach Spaces 160 
Honda , Taira , On Absolute Gass Fields of Certain Algebraic Nnmber Fields . . . 80 
I z b i c k i . Herbert, Über die explizite Antomorphismengruppe von speziellen Graphen 35 
Kaseh, Fr iedr ich, E i n metrischer Beitrag über Mahlersche ^-Zahlen. I I 157 
Ke l ly , LeHoy 31. , siehe Günter Ewald 
Kncsehkc, A., siehe M . Schoch 
McCarthy, I * . J . , The Generation of Ar i thmet iea l Idenl i t ies 55 
31üller. Bruno. Einige Untersuchungen zur addit iven Zahlentheorie a u f mehr-
dimensionalen r e e l l e n Punktmengen 1 
N i k o d y m , Otton 31 ar t in , Contribution t o l l ie t l ieory of max imal , normal O p e r a t o r s 
in a separable and complete Hilbert-Hermitc-space. I I HO 
Noheh John V., S tab i l i ty of per lurbed periodic motions 64 
P i n l , 31., Die Hauptgruppen singulärer konformeuklidischer Räume 40 
Rieger, G. J . , Einige Bemerkungen ü b e r inhomogene Linearformen 126 
Schoch, 31., u n d A . Kneschke, Verfahren zur Überführung gewisser differentieller 
Randwertprobleme in lineare Integralgleichungen 113 
Thorp , Edward O., Note o n Linear Operators 110 
V o l k m a n n , B)do, E i n metrischer Beitrag über Mahlersche ^-Zahlen. 1 154 
Diesem Band ist. anläßlich des 180. Geburtstages des Gründers des Journals für reine und ange-
wandte Mathematik am 11. März 1960, ein B i l d von A. L . Crelle beigegeben, das nach einem erst jetzt 
durch Frau I . Tieurich, Berl in , bekannt gewordenen Ölgemälde i m Besitz des Bezirksheimatarchivs Ber l in -
Schöneberg hergestellt wurde. Vgl. den Beitrag von K.-'R. Biermann i n diesem Band. 
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1. I n der vorhergehenden A r b e i t m i t dem gleichen T i t e l [ 4 ] *) ha t B . V o l k m a n n u n t e r 
V e r w e n d u n g der i n [ 2 ] gemeinsam e n t w i c k e l t e n Schlußweise das folgende Resu l ta t 
e r h a l t e n : 
Für fast alle k o m p l e x e n Z a h l e n £ g i l t : 
(1) ^-l > * . < * ) : ; l l ( ^ 2 , 3 , . . . ) . 
Darüber h inaus w u r d e i n [ 1 ] u n d [ 3 ] geze igt : 
Für fast alle k o m p l e x e n Z a h l e n | g i l t 
(2) 0 2 ( f ) = ~ , 
I i i e r sol l die rechte Seite v o n (1) z u 
(3) dn(£) • 1 ~ * (n = 2, 3, . . .) 
v e r s c h a r r t werden . Außerdem w i r d bewiesen, daß 
('0 <r,( ; ) ?s 
für fast alle k o m p l e x e n Z a h l e n | g i l t . 
2. Z u m Beweis v o n (3) schließen w i r zunächst w i e i n ( I ) bis zur U n g l e i c h u n g 2 ) 
P l • | />(/ /) < . 1 , / % ) i r 
D a r a u s erg ib t sich 
, D ( a ) ] >CVV»W\ 
u n d d a m i t erhält m a n an Stelle v o n (10) i n ( I ) : 
a0 
11 - 1 
i — n<r 
Daraus fo lgt j e t z t analog zur Schlußweise i n ( I ) : 
fjn - 1 - 2 na 
(5) /*0S B (cr , w, r ) ) ^ C l i m j ; 
—o> // = //„ p w e ^ f l ) | a 0 I 2 1/| "^D(P) I 
l|p||=H 1 1 ' 1 
1 ) I m folgenden zit iert m i t ( I ) ; aus ( I ) übernehmen wir alle Definitionen und Bezeichnungen. 
2 ) Hier wie i m folgenden bezeichne C eine positive reelle Zahl, die nicht von \\p\\ abhängt. Wir lassen 
zu, daß f an verschiedenen Stellen, wo es a n f t r i t t , verschiedene Werte besitzt. 
15S Ketsch, Ein metrischer Beitrag über Mahlersche S-Zahlen. I I . 
Hieraus e rg ib t sich nach d e m V o r b i l d v o n ( I ) die B e h a u p t u n g (3) , w e n n die zweite rechts 
stehende S u m m e d u r c h CH2n~s~2na n a c h oben abgeschätzt w e r d e n k a n n . D a z u zerlegen 
w i r die S u m m e i n n + 1 T e i l s u m m e n m i t der zusätzlichen N e b e n b e d i n g u n g \ aQ \ = // 
bzw. | a x | = / / , . . . , \ an\ = H, u n d es i s t d a n n jede dieser S u m m e n einzeln d u r c h 
CH2n~z~2na abzuschätzen. Für die S u m m e m i t \a0 \ =11 i s t das u n m i t t e l b a r k l a r . Für 
die res t l i chen f o lg t die B e h a u p t u n g so fort , w e n n 
(6) 2 -yJL==^CH»-* 
p(x)£^n(u,v) y\ D(p) | 
II pH =//, «0 4= 0 fest r 
\ai \ = //, (ii fest (i >0) 
gezeigt w e r d e n k a n n . D a z u w i r d die Schlußweise aus [ 2 ] b e n u t z t . Diese läßt sich al ler -
dings n u r anwenden , w e n n feststeht , daß D(p) i n e inem v o n a0 u n d a{ verschiedenen 
K o e f f i z i e n t e n a7- e in P o l y n o m mindestens 2. Grades i s t . D a z u überlegen w i r i n Ergänzung 
v o n H i l f s s a t z 7 aus [ 2 ] : 
H i l f s s a t z . D(p) ist als Polynom in an vom Grad n — 1 und der Koeffizient von 
a7^' 1 ist bis auf das Vorzeichen gleich nna^'~l. D(p) ist als Polynom in an_1 vom Grad- n und 
der Koeffizient von a^_x ist bis auf das Vorzeichen gleich (n 
Beweis: B e k a n n t l i c h g i l t ( R e s u l t a n t e n d a r s t e l l u n g ) 
l ) n 
1-lP a0D(p) = 
an - 1 an 
an-1 an 
na0 (n — 1) a± • 
na0 (n — 1) ax 
0 
a0 ax 
an -1 
an - 1 -(n — l ) - t e 
Zei le 
na0 (n — 1) ax 
Daraus l iest m a n die erste B e h a u p t u n g u n m i t t e l b a r ab. U m die zweite e inzusehen, 
subtrah iere m a n v o n der (n — 1 + i ) - t e n Zeile die i-te Zeile für i = 1 , . . ., n — 1 . D a n a c h 
t r i t t a n _ ! n u r noch i n den n — 1 ersten u n d i n der l e t z t e n Zeile auf. Der W e r t der 
D e t e r m i n a n t e h a t sich dabei n i c h t geändert, u n d m a n l iest n u n u n m i t t e l b a r die zwei te 
B e h a u p t u n g ab. 
W i r können n u n den Beweis zu E n d e führen. Zunächst k a n n n ^ 4 a n g e n o m m e n 
werden , da für n = 2 u n d n = 3 die besseren Abschätzungen (2) ge l ten . Ferner f o l g t 
aus p(x) 6 ?ß n(tt, v), daß a0 4= 0 i s t . D a n n läßt sich nach d e m Hi l f s sa tz stets e in a] m i t 
/ #= 0 , / #= i so wählen, daß D{p) als P o l y n o m i n a 7 e inen G r a d > 2 bes i tz t . Seien n u n 
i n D(p) alle ak bis auf a] fest gewählt. S u m m a t i o n über a7- l i e f e r t d a n n nach [ 2 ] , H i l f s -
satz 6 3 ) die Abschätzung 
1 
2 
a^-n\/\D(p) 
D(p) 4=0 
< c. 
D a die v o n a 0 , a,-, a7- verschiedenen n — 2 K o e f f i z i e n t e n i m I n t e r v a l l [— / / , H] f re i 
gewählt w e r d e n können, f o lg t (6). 
3) H.-E. Richert verdanken wir einen sehr kurzen und einfachen Beweis von Hilfssatz 6, der auf der Hölder-
schen Ungleichung beruht. 
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3. Z u m Beweis v o n (4) untersche iden w i r zwei Fälle, wobe i w i r auch j e t z t die 
Beze i chnungen aus ( I ) zugrunde legen. 
1. F a l l . N u r eine N u l l s t e l l e a v o n p(x) € ^ß4(w, v) l i eg t i n Q*(u, v). D a n n g i l t für 
| V) u n d die v o n a verschiedenen N u l l s t e l l e n a 2 , a 3 , a 4 v o n p(x) 
v i f. i 
2 < | f - « J -
D a m i t f o l g t 
(v\3 | i> ( f ) 
also 
(7) | | — a | < C | | p | | - 4 " . 
2. F a l l . Z w e i N u l l s t e l l e n a = a L u n d a 2 v o n p(x) € S$t(u, v) l iegen i n Ü ) . 
D a n n l i e f e r t die Schlußweise aus ( I ) (für k = 2 , w o b e i keine ßi a u f t r e t e n ) die Abschätzung 
Y\D(p)\ <C\a0\*\D(q)\. 
D a r a u s f o l g t 
( 8 ) i i - « i < c ^ h ^ L <z c i £ u L 4 : . 
I D(p) p | Z)(p) \* 
M a n gelangt n u n zu einer z u (5) analogen Abschätzung 
p(St(o,u,v))^C l i m 2? 2 R(p), 
n,~*a> ii = ii, p ( j i e * , ( » , t i | 
l b l l = « 
w o b e i n a c h (7) u n d (8) 
' H-*a i m 1. F a l l 
R(p) =\ H1-*' . „ „ „ 
w ' - - 7 3 = = i m 2. h a l l 
.1/1 
zu setzen i s t . D a n n fo lgt u n t e r Berücksichtigung v o n (6) 
2 tt(p) ^ 2 H~Sa + 2 ^ L : ^ . ^ C t f 4 " 8 " + CHA~Sa ^ C 7 i 4 
/>(.r)e si I4(«,o p ( . - c ) G i ^ ( w , r ) P(X)CSMU,V) l / l D(p) I 
= \\v\\ H \\v\\-~ii ¥ 
D a r a u s e r g i b t sich die B e h a u p t u n g (4) analog z u m al lgemeinen F a l l . 
L i t e r a t u r . 
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